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Diskretan LTI sistem
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Da se podsetimo — vaznost konvolucije

Odziv sistema na Dirakov impuls se naziva impulsni odziv sistema
Resenje diferencijalnih jednacina koje opisuju sistem

h(t) = 0{86(t)}

Odziv sistema na Dirakov impuls se naziva impulsni odziv sistema
Resenje diferencnih jednacina koje opisuju sistem

hin] = 0{s[nl}

Digitalna obrada signala - 2022/23




Odziv diskretnog sistema na proizvoljnu pobudu

Sistem pobudujemo nekim diskretnim signalom x[n]
Ako taj signal predstavimo sumom parcijalnih nizova koji imaju samo jedan ¢lan razli¢it od nule

x[~1] = x[~118[n + 1] {x[—ﬂ n=-1

0 n z -
— x[0] n=0
Uociti x[0] ==l 1]5["]{ 0 n#0
x[1] = x[1]6[n - 1] {x%” n=t
x[n] = x[k]6[n — k]
2
Odziv sistema
+00 +o T
yln] = Ofx[nl} = o{ > xlklsln - k]} = ) Alkosinly = ) xlklhln]
k=—o0 k=—o0 k=—c0

Odziv na §[n — k] u ,trenutku® n je hy[n] - na vremenski pomeren delta impuls za k
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Odziv na §[n] je hy[n]

0{8[n]} = ho[n] = h[n]

Za LTI sisteme ,,vremenski“ pomeren delta impuls

0 {8[n]} = hln — k]

+00 +oo
yinl = > xlilhylnl = )" x[klhln — k]
k=—o0 k=—c0

y[n] = x[n] * h[n]

400 n +oo
sistem kauzalan h[n]=0,n<0 k=n-1
ylnl = )" xlklhln - k] = > xlklhln — K = == = > hltlxln - 1
k=—0o0 k=—o =0
b Lk l 1= - k=n—l
signa auzai G.TI.X n o,n<o =n-
yn] = Z hlk]x[n — k] S - Z hklx[n — k] = —= = x[1]A[n - 1]
k=0 k=0 =0
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+

y[0]

+ + + +

x[0]h[0]  x[OJn[1]  x[0Jn[2] ~ x[0]n[3]  x[O]n[4]

x[1]h[0]  x[1]n[1] x[1]h[2]  x[1]n[3]
x[2]h[0]  x[2]h[1]  x[2]h[2]

y[1] y[2] y[3] y[4]

Impulsni odziv na x[0]
Impulsni odziv na x[1]

Impulsni odziv na x[2]

Superpozicija

=)
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y[n] =Zxk]hn k]

k=0
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Pitanje: A zasto ne ovako

+ 00

x[n] = Z x[k]6[k — n]

k=—o00

Odziv sistema

+ o0

yln] =0{x[n]}=o{ > x[k]a[k—n]}= > xlklosl-nly = ). xlklhlk — 1]

k=—o0 k=—c0

k=—o0

Za LTI sisteme ,,vremenski‘ pomereno — isto je pomeren za k pa i odziv kasni isto toliko

Odziv na §[n] = 6[—n] je hy[n]
0i{8[-n]} = h[n]
0{8[n]} = h[n — k]

+oo +0oo

yll = > xlidhyln = " x[klhln - k]

k=—o0 k=—o0

y[n] = x[n] = h[n]
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y[n] = x[n] * h[n]

[o0]

Z x[kIh[n — k]

k=—0o0

y[n]

1. Sistem kauzalan
hin] =0zan<0

2. Signal kauzalan
x[n]=0zan<0

n

yinl = > xlklhin — k]

k=0
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Racunanje u vremenskom i frekvencijskom domenu
x(t) » F{x(0)} = X(jw)
y(@®) = 0{x(t)} - Fly(0)} = Y(jw)

Y(jw) Funkcija prenosa sistema u

X(jw) = H(jw) = F{h()} frekvencijskom domenu

Y(jw) =X(jw) - H(jw)

() = FHX(w) - Hjw)} = f *(@Oh(t — d = x(8) * h(D)

—0o0

y() = w(t) - x(t)

Y(jw) = Fiw(®) - x(6)} = f W)X (6 — w))do = W (jw) * X(jw)

9
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Racunanje linearne konvolucije preko DFT

y[n] = x[n]  h[n]

n

ylnl = ) xlllhln - K]

k=0
N, —duzina x[n] N, —duzina h[n]

I dve ,,poslednje* tacke kada se preklope, duzina y[n] je
Ny, =Ny+N,—-1
Ako ovo zelimo da izraGunamo, ili racunamo, u frekvencijskom domenu
Y[k] = X[k] - H[k]

dobijamo DFT sekvencu signala y[n] u N,, tacaka
Treba da dobijemo

Znaci DFT spektri X[k] i H[k] takode moraju biti izratunati u N,, tacaka.
Mnozenje tacka po tacka.

Znaci x[k] i h[k] takode moramo dopuniti odgovaraju¢im brojem nula.

Ngx =Ny — Ny = N, — 1 Ny =Ny — Ny = Ny — 1
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Kako sada ovo racunati, pogotovo ako su sekvence ,,drasti¢no* razli¢ite po duzini
bic¢e tema u nekim narednim slajdovima

Cesto u praksi je Ny >» N,

Medutim, za sada ¢emo uvesti pojam Cirkularne konvolucije kao
posledice periodi¢nog produzenja koje ,,radi“ DFT

Pre toga - Cirkularni pomeraj neke sekvence

x[n]
Duzina sekvence 5
01 23456 7 n . . .
%[ Cirkularni pomeraj u
P levo za dva odmerka
2->0,3->1,4->2
2-2=0, 3-2=1, 4-2=2
ali
0->3i1->4
01 234586 7 n 0+5-2=2, 1+5-2=4
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DFT . Kk _ - jEk
Uotite x[n 4+ m] — Wy™ X [k] twiddle factor Wy =e ™’ N
N-1 . Wmk = ot yuan
Y[k] = z x[n +mle/NK"
n=0 podseéanje
2 N 2
2T 2T
Y[k] = et WET Z x[n + m]e kM
n=0

N-1+m

N-1
.2TC .2TC 2TC 2T
y[k] — e+]ka Z x[l]e—jﬁkl — e+]ka Z x[l]e_]Wkl
l=m =0

Periodi¢no produzenje
x[-N+1l]=x[l] =x[N+1] =
—ij( N+1) _ e—}Nk(l) _ e—j—k(N+l)
Primerm=3 =21=3,4,.,N—1,(N—1+1)(0),(N—-1+2)(1),(N -1+ 2)(2)

Raéunanje po modulu N
YIK] = WM X k]
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A

Ili ako Vam je lak$e da vidite

= ,

2T
x[n] == ) X[k]le/V™

N
k=0
= o
x[n+m] = N X[k]e/ W rmk
k=0
= , ,
LLTT .2TT
x[n+m] = N (X[k]e’ka> e/ N
k=0
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Kako algoritamski ra¢unati konvoluciju koris¢enjem ideje DFTa
Sta je konvolucija dva periodiéna signala?
Y[k] = X[k]H[k]

Videli smo da moraju i podrazumevamo da su sve sekvence iste duzine N

Inverzna DFT
N

N-1 -1
1 21 1 21
yinl == Y[k] e/ N* =—Z X[k]H[K] e/ N ¥
N N
k=0 k=0
1 N-1 /N-1 N-1 2 2
2T
y[n] = ¥ x[m]e /W™ Z h[l]e Wk | e/ N
k=0 \m=0 =0
1 N-1 N-1 N-1 2
Y3
yinl =2 ) xlml | Y iz Y e Akt
m=0 =0 k=0
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A

1N N- 2
'—nk(n—l—m)
s =2 > s 3 Z o
Nm= =

k=0

N-1

Z ‘]Nk("lm) N l=n—m+pN pez
0 l#n—m+pN

odnosno

k=0

l=n—-m+pNel=m—m)modN

N-1 N-1
x[m]h[(n — m) mod N] = x[m]h{n — m)
m=0 TTZO !

Cirkularna konvolucija

N-1
= > xlmlhtn - m)y = x[n]@hlx]
m=0
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Znaci: Ratunanje odziva sistema na proizvoljnu pobudu x[n]
Prvi pristup

Znamo ili smo izracunali H[k] = DFT{h[k]}

Racdunamo X[k] = DFT{x[k]}

Racunamo Y [k] = X[k]H[k]

Sve u istom broju tacaka

Racunamo y[n] = IDFT{Y [k]}
Drugi pristup

Racunamo cirkularnu konvoluciju y[n] = x[n]®h[n]

Mora biti ista perioda svih signala bilo za prvi bilo za drugi pristup
Cirkularna konvolucija vazi za periodi¢ne signale. Mozemo je iskoristiti i
za racunanje u frekvencijskom domenu, kada smo imali mnoZzenje u
vremenskom domenu.

Koji pristup je bolji: Onaj koji je za dati problem brzi

Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 16
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Chirp transform algorithm
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Da se podsetimo

A
Spektar odreden odmercima No1
odnosno brojem tacaka N . _ion
DTFT X() = x[n]e™’
n=0
~Wp A Wp )
2 N-1 X
T . 2T
DFT X [k W] = ), Amle” v
n=0
-Wp A wp >
Dodavanje nula - zero padding
N-1
Pokusaj bolje estimacije spektra X[k 2_77] _ Z [l R
1. ulaznog signala - NE Ml
2. signala odmeraka - DA
“Wp Wp (.5
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A

FFT je implementacija DFT efikasna sa stanovista brzine izra¢unavanja
Prica¢emo puno o tome. Nije nova transformacija. Algoritam.
Radi ra¢unanje nad svim odmercima i daje sve spektralne linije DFTa.

Rezolucija ucestanosti u kojima se izracunava 27t/N, gde je N duZina ulazne
sekvence. Dodavanje nula do M tacaka, povecava broj tacaka u kojem ¢e biti
raCunato. Rastojanje izmedu tacaka 2n/M. FFT u M tacaka. Dugo izraCunavanje.

Sto bolja estimacija
u ovom opsegu

)
»

w
U praksi je Cesta situacija da nas ne interesuje dobra estimacija u celom opsegu frekvencija.

2,5GHz trebala bi nam rezolucija na celom opsegu od 5Ghz.
A nas interesuje Sta se deSava samo u okolini 2,5GHz, odnosno, interesuje nas da §to tacnije
dobijemo informaciju o ufestanostima u nekom uzem (znatno uzem) opsegu.

Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23
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A

Ideja: racunamo Furijeovu transformaciju DTFT samo u tatkama

Q, = Qo + nAQ n=01,.,M-1
DFT predstavlja samo specijalni slu¢aj ovakvog procesa izraunavanja gde je
M=N (N broj odmeraka u ulaznoj sekvenci)
Q,=0
AQ =2n/N
. e wes N_l
Po definiciji . ik
X(jQ,) = Z x[k]e=in n=01,.,M—-1
k=0
W = e /A0
N-1
X(j0) = ) xlkle ikt
k=0
Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23

20

20

10



N-1

X(jQ,) = Z x[k]e~iRokyymk

k=0
1
smena nk = E(kz +n2—(n—k)?)
= R W ek
X3GQ,) = Z x[kle kW WZzW ™ 2
k=0

Zasto ova smena i za$to ovaj oblik?

Postoje hardverske realizacije za brzo racunanje konvolucije! Gde je konvolucija?
2

, K
glk]l = x[k]e ik Ww=

N-1
n? _(n-k)?
X(jQ,) = W2 Zg[k]W 2 n=01,.,M-1
k=0

(n)?

Konvolucija g[k]saW™ 2z
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N-1
) n? _(n—k)?
X(jQ,) = Wz Zg[k]W 2 n=01,.,M-1
k=0
K2

A

- g[n]

glk] = x[k]e Ik =

Konvolucija sa W ™2 X (72

eIy 72 W 72

Sam po sebi nije optimalan po broju mnoZenja, sabiranja ...
Ali moze da bude brze od klasi¢nih algoritama koji racunaju u svim tackama.
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Efikasno izraCunavanje linearne konvolucije

@ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 23
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Racunanje linearne konvolucije pomo¢u cirkularne konvolucije
y[nl = x[n] * h[n]
n
ylnl = ) xlllhln - K]
k=0
N, —duZina x[n] Ny — duZina h[n]
I dve ,,poslednje* tacke kada se preklope, duzina y[n] je
Ny = Ny + N, — 1
Znaci x[k] i h[k] takode moramo dopuniti odgovaraju¢im brojem nula.
Ny = Ny — Ny = N — 1 Ngp = Ny — Nj = Ny — 1
| onda ra¢unamo cirkularnu konvoluciju
Ny—1
yinl = " xlmlhtn - m)y = x[n]@hln]
m=0
27?77 Sto bi to radili pogotovo ako su jako
@ razli¢ite po duzini. Puno nula.
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Racuna¢emo primenom DFTa, nekim brzim algoritmom racunanja (FFT)

Izbor broja tataka N = N,, i N = 2P §to zahteva FFT

Uporedujemo broj mnoZenja i broj sabiranja sa direktnom primenom konvolucije

Za DFT (FFT)
1. Broj operacija za izraunavanje X[K] i H[K] iz x[n] i h[n],

2. Broj operacija za izraunavanje Y[K] = X[k]H[k], k = 0,1,..., N —1,
3. Broj operacija za izraunavanje y[n] iz Y[K] .
jv"‘:u = 3(21?\T IOgE E\T) + 4]\; - 61?\7 10g2 1?\; + 4}\[
E\TA = 3(34V10g2 j\’r) + 2i;\’r = 9N'10g2 N' + 21V
Direktna primena konvolucije po definiciji

/ ! — / i
‘N'A‘I - ‘N'x‘ h

JVA = (l\r‘\_ - l)(.{\rh - ].)

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23
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Primer
N, =512, N, =512, N = 1024.

Onda je za DFT (FFT)
Ny, = 65536 i N, = 94208,

A za direktnu primenu konvolucije
Ny’ = 262144 N,' = 261121.

Vidi se da je za primenu DFTa potrebno svega 25% mnozenja i 36% sabiranja
u odnosu na broj operacija kod direktne metode.

Ukoliko se primeni neki efikasniji FFT algoritam usteda moze biti i veca.

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23
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A

Sta raditi ako su duzine sekvenci x[n] i h[n] jako razligite?

(I obi¢no je sekvenca X[Nn] znatno duza)

Efikasno izraGunavanje linearne konvolucije dve sekvence izrazito razli¢itih duZina moze se ostvariti ako se

1. duza sekvenca podeli na segmente
2. formiraju parcijalne konvolucije izmedu segmenata duZe sekvence i krace sekvence

3. ,.saberu‘ parcijalne konvolucije

Takav metod poznat je pod nazivom

Blok konvolucija

Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 27
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Blok konvolucija kada se segmenti ulazne sekvence ne preklapaju

x[n] se deli na S parcijalnih sekvenci duZine L prema izrazu

5-1

x[n] = ij[n], n=01..SL-1

x[n], iL<n<(i+1)L-1

x;[n]= :
' 0, za druge vrednosti i

Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 28

28

14



U tom slu¢aju konvoluciju mozemo da prikazemo kao

Np-15-1 S—1N,-1 5-1
V[n] = Z Z x;[n—mlhlm]= z Z x;[n—mlh[m]= Zc,- [7]
m=0 i=0 i=0 m=0 i=0

c;[n] predstavlja linearnu konvoluciju segmenata ulazne sekvence x[n] i sekvence h[n]
Zasto do N, —1? N, je nenultih elementa u sekvenci h[n].
Znaci, svaka parcijalna konvolucijaima L + N,, —1 elemenata razli¢itih od nule

Dopunjavanje nulama parcijalnih segmenata x i h da bi se koristila cirkularna konvolucija (sada
ima smisla posto su ,,priblizne” po duzini) odnosno DFT odnosno FFT

*Prosirenje sekvenci x;[n] i h[n] do duzine N sa nultim vrednostima
*DFT sekvence h[n]

*S puta DFT parcijalnih sekvenci x;[n]

*Mnozenjem H[K] sa X;[K] ¢lan po &lan dobija se C;[k]

*1z C;[K] se inverznom DFT dobijaju parcijalne konvolucije ¢;[n]
*,,Sabiranje* ¢;[n]

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 29
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Blok konvolucija kada se segmenti ulazne sekvence ne preklapaju

preklopi i saberi (engl. overlap-and-add)

Ulazni ‘
M>=N, podaci
Dodatne nule mozda x,[n] \
potrebne i za nesto drugo
N=L+M-1 Ll
N zadovoljava ,,neke* uslove npr N=2k
* h[n] X3N]
= h[n] l:l M-1 nula
v
Izlazni *hinl M-1 elemenata
daci ! B
s v koji se sabiraju
c,[n]
v
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Sta je korektan rezultat?

Duzina svakog segmenta L + N, —1

Prvi segment se prosiruje sa N, —1 nula sa leve strane

Blok konvolucija kada se segmenti ulazne sekvence preklapaju

Ideja: podela ulazne sekvence koja omogudéava da se izlazna sekvenca formira direktno, bez sabiranja pojedinih
delova. Samo dodavanjem u sekvencu!

Ideja: uzimati samo one elemente parcijalnih konvolucija koji predstavljaju korektan rezultat!

Prelazni rezim pri konvoluciji ulazne sekvence sa impulsnim odzivom h[n] duzine N, traje N,, —1 odbiraka.

Zbog toga se segmentacija ulazne sekvence vrsi tako da se segmenti preklapaju za N, — 1 elemenata.

\\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 31
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Da se podsetimo
n
vl = ) xlklhln - k]
k=0
Neka je duzina impulsnog odziva 3
+ + + + +

x[0]h[0] x[0]h[1] x[O]h[2] Impulsni odziv na x[0]

x[1]1h[0] x[1]h[1] x[1]h[2] Impulsni odziv na x[1]

x[2]h[0]  x[2]n[1]  x[2]h[2] Impulsni odziv na x[2]

x[3]h[0]  x[3]h[1] Impulsni odziv na x[3]

X[4]h[0] Impulsni odziv na x[4]

y[0] y[1] y[2] yI3] y[4] Superpozicija

\ Katedra za elektroniku
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Blok konvolucija kada se segmenti ulazne sekvence preklapaju

Progirena sekvenca x[n] se deli na S parcijalnih sekvenci duzine L+N,-1 prema izrazu

x[n], iL-N,+1<n<(@(+1)L-1
x,[n]= .
0, za druge vrednosti n

S5-1

yin]= 2 vi[n]

I
<

yi[n] rezultati parcijalnih cirkularnih konvolucija iz kojih je izbaceno prvih N, —1 elementa
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Blok konvolucija kada se segmenti ulazne sekvence preklapaju
selektuj i sa¢uvaj (engl. select-save ili overlapsave)
L L L
Ulazni
podaci
I:l M-1 nula
I:l M-1 elemenata
koji se odbacuju
*h[n] - M-1 elemenata
v koji se preklapaju
1zlazni *h[n]
n
podaci - W M:Nh
] vl ] Sada se L bira tako da ukupna
duzina
CT vl | N=L+N,-1
Zadovoljava ,,neke” uslove npr N=2k
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 34
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Problem izbora L
Kriterijum: Da bi se dobilo Sto efikasnije izracunavanje
Sto manji broj aritmeti¢kih operacija!
Primer: Broj mnoZenja po jednom odbirku za blok konvoluciju po metodu preklopi i saberi iznosi:
) 4Nlog, N+4N 4N(log, N+1) 272 (p+1)
f'h,r 1 = = = . ~
: L N-N,+1 27 - N,
A oy 2048
90 T 1024 Za dato N;, postoji optimalna vrednost N (odnosno L) za koju je
a0 N, 512 potreban minimalni broj mnozenja. Na slici je prikazana zavisnost
256 v (N) sa duzinom impulsnog odziva N, kao parametrom.
70 +
Sa slike se vidi da se kriva u oblasti minimuma malo menja i da je
0T optimalna vrednost N ~ 5Nh .
50 +
N
40 + + + t t t +
64 128 256 512 1024 2048 4096 8192
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Zadatak 2 (25 poena)
Digitalni sistem ima impulsni odziv:

h[n] = 26[n] + 6[n — 2]

Na ulaz ovog sistema se moze dovesti proizvoljan signal velike duzine.

Zbog toga se izraCunavanje odziva sistema na pobudu veée duzine izracunava blok konvolucijom

kada se segmenti ulazne sekvence preklapaju (metod selektuj i sacuvaj — select-and-save ili overlap-and-save).
Duzina segmenata je L = 4.

Neka je ulazni signal:

x[n] = 8[n] — 6[n — 1] — 46[n — 3] + 26[n — 4] — 6[n — 6]
a) [5] Izraunajte minimalnu potrebnu duzinu N na kojoj treba izra¢unavati DFT u postupku izraGunavanja
blok konvolucije koris¢enjem DFT.

b) [15] Izracunajte rezultate obrade prva dva bloka signala x[n]: y,[n] i y,[n].
c) [5] Koris¢enjem rezultata iz tacke b) odredite odziv

y[n] = x[n] « h[n]

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 36

36

18



a) N, =3 Duzina svakog bloka L + N, —1=6

h[n] = 26[n] + 6[n— 2] — 8[n—3]=[2,0,1]

x[n] =6[n] —8[n—1] —46[n—3] + 26[n—4] —6[n—6] =[1,—-1,0,—4,2,0,—1]

hin] = [2,0,1,0,0,0]
Xo[n] =1[1,-1,0,-4,2,0,-1,0]

x,[n] =[0,0,1,-1,0,—4]
X2 [n] = [0! _4'! 2! 01 _110]

X3 [n] = [_11010101010]

I1zlaz Ny duzine 9

Kreé¢emo sa leve strane, preklapamo, dok ne ,,potro§imo sve pobude*

Lakse cirkularna, papir i olovka, ako je dozvoljeno na ispitu, ili za proveru

Ny—1

yinl = 3" xlmlhn —m)y = x[nl@hln]

m=0
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00 1-1 0 -4 yiln] =10,-4,2,-2,1,-9]
»l0l=2 0 0 1 0=0
0000 -1 O
y2[n] =[-1,-8,4,—-4,0,0]
0 01-1 0 -4
wlll=0 2 0 0 0 1 =-4
0000 0 4 yslnl = [-2,0,-1,0,0,0]
0 01 -1 0 —4
yil2l=1 0 2 0 0 0 =2 ylnl =[2,-2,1,-9,4,—4,0,0,—1,0,0,0]
00 2 0 0 O
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